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Synopsis：For　Hamiltonian　systems，　whose　Hamiitonian　H　is　of　the　from“feinetic
energy”十‘‘P）otential”，　it　is　known　that［1】［2］，if　energy　surface　H－1（¢）is　compact，
then　there　exists　at　least　one　periodic　solution　of　the　Hamiltonian　system　on　the
energy　surface．　In　this　note，　we　give　an　example　with　two　periodic　so且utions　of　such
aHamiltonian　system　close　to　a　symmetric　one，　where　the　set　of　configuration　points
for　which　the　value　of　the　potential≦eis　an　annu且us．
　　　　§1　　　　　1ntroduction
　　　Let　x＝　（xl，　x2，．．．，♂）andρ　＝　（ρbρ2，・・∵1）π）be　points　of　R”and　consider　a
Hamiltonian　system
　　　　　iLl鍔・S’一一1募一一1・・・・・・…　　　　（1・1）
w…eH－H（x，ρ）・R・－Ri・aC・・fun・・i・n（H・mi1・・ni・n　f・n・ti・n）・nd・mean・畜．
Along　a　solution　（x　（‘），ρ　（の）of（1．1），H（x　（の　，ρ　（の）　is　a　constant，　so，　for　given
e，the　energy　sz〃プヒzce　H『1（e）　三　｛（x，ρ）　；H　（x，ρ）　＝e｝　is　an　invariant　set．　If　H一豊（e）　is
not　compact，　then　there　is　not　necessarily　a　periodic　solutuion　on　it．
　　　On　the　existence　of　periodic．　solutions　of　Hamiltonian　systems　on　energy　surface，　P．
Rabinowitz［4］obtained　a　remarkable
　　　Theorem　l．
Of（Ll）oπ鉱
1アH－1（θ）is　sta7　shapθd，　then　there　exist　at　least　onθ　Peη゜odic　solution
　　　For　this　theorem，　the　Hamiltonian　function　H（x，p）is　an　arbitrary　function．　But
originary　in　the　classical　mechanics，　the　Hamiltonian　function　has　a　special　form，　namely
“leinetic　energ　y十potential”．　This　means　H（x，p）is　of　the　form
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　　　　　H（x，P）一静α）P・P、　＋・u（・），　　　　　　（1．・）
where（α穿）is　symmetric　and　positive　definite．　We　call　the　Hamiltonian　system（1．1）
with　Hamiltonian　function　of　the　form（1．2）a　classicat　Hamiltonian　system．　Then　we
have　［1］　［2］
　　　Theorem　2．　For　classical　Hamiltonian　systems，　if　H“i
θlistsα’12ast　on2　Pθ7「iodic　solution　on　it．
（θ）is・co〃2ραc‘，　then　there
　　　In　this　note，　we　give　an　example　having　two　periodic　solutions　on　H－1（e）．
　　　W・p…一麦・・（・）・あ，then　w・hav・T≧・．H・nce，　if・p・i・・（x，P）sati・fies・T＋
σ＝e，thenσ（x）≦θ．　Thus　we　consider，　for　a　fixed　e，　the　set
　　　　　W≡｛x；ひω≦θ｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．3）
Remark　that“丑一1（e）is　compact”if　and　only　if“VV　is　compact”．
　　　From　now　on，　we　assume　that　e　is　a　regular　value　of　H（equivalently　ofσ）．Then　W
is　a　compact　manifold　with　boundary［σ＝e］．　We　obtain　two　periodic　solutions　for
systems　close　to　one　with　a　symmetry，　when　W　is　an　annulus．
　　　　§2　　　　Geodesics　as　solutions　of（1．1）
　　　For　a　classical　Hamiltonian（L2），　the　Hamiltonian　system（1．1）is　equivalent
to　the　Lagrangian　system
　　　　　鵬垂一9t／・　i－1，・，…，・，　　　　　　（・・1）・
whereム＝T一ひis　the　Lagrangian　with
　　　　　T－T（・，i）≡壱・，（・）縮　（・，）一（・・）－1・　　　（…）
　　　If（x　（の，ρ（の）　is　a　solution　of（1　．1），（1　．2）on　H－1（θ），then　x（のis　a　solution
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of（2．1）with　T十U＝e．　Conversely，　if　x（‘）is　a　solution　of（2．1），then　T（x，x）
十σ（x）is　a　constantθand（x（の　，ρ　（の）is　a　solution　of（1　．1），（1　．2）on　H－1（θ），
whereρωis　properly　determined　by　xω．　Also，　it　is　known［Maupeutuis－Jacobi’s
variational　principle］that　the　above　x（のis，　after　a　time　change，　a　geodesic　for　a
Riemannian　metric
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　　　　　ds2－（e－U（x））音砺ω齪・ゴ　　　　　　（・．・）
This　metric　is　called／bcobi　metri°c　for　e．　This　jacobi　metric　is　positive　on　Int　W；［U〈
e］and　degenerate　on∂W＝［U＝e］．　Maupertuis－Jacobi’s　principle　gives
　　　　Lemma　l　　　、げγ：［0，1］→WisαC°°curve　with
　　　　°γ　（s）　isαgeod（lsic／b7　tん¢ノ召cobi〃zetn’c　in　Int研！，
　　　　・γ（0），γ（1）∈∂W，
‘伽（x　（t）　，1）　（t）），where・x（のis・btained～）yγ（s）afterPr・Per　time　change　t　一　s　and　P（’）is
dete傭ηθd加〃I　X（のOSα伽0，　is　a　Peri’odic・soluti・n（ゾ（Ll）0〃1一艮（e）．
　　　　（ρ70qつ　　　Let　xωbe　the　solution　of（2．1）with
　　　　・X　（‘）　in　IntレレZ，　to＜‘〈tI，
　　　　・X（‘0），1（‘1）∈∂W，
for　some’o〈‘卜Then　the　solution　xωstops　at　the　times‘＝to　and’且，　because　on　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　boundary　［σ＝θ］，　we　have　T＝θ一σ＝　O　at　the　times，　hence　x＝　0．　By　the
reversibility　of　the　system（2．1），the　inverse　curve　x（tl－‘）is　also　a　solution　of（2．
1）with　same　total　energy　T十σ．　This　stops　again　atご＝tl十（tl－to）．Connecting　these
solutions
　　　　　　・x（’），ごo≦‘≦tl，
　　　　　　・x（‘一の，tl≦t≦’1＋（‘一ご。），
　　　　　　・x（の，t亘＋（‘一t。）≦t≦t且＋2（‘、－t。），
　　　　　　●　　…　　，
we　have　a　desired　periodic　solution．□
　　　As　pointed　out　above，　the　Jacobi　metric　is　degenerate　on∂W＝［σ＝e］．　To　avoid
this，　we　consider　a　compact　manifold　W6，　which　is　contained　in　Int　W　and　diffeomorphic
to　Iび，　as　follows．
　　　Fix　a　smallδ＞0．For　b∈B＝∂W，　let　xb（のbe　the　solution　of（2．1）with　xb（0）
　　　　　＝b，xb（0）＝0，and　t（b，δ）the　first　time　for　which　the　length　of　the　curve　xb（の，0
≦’≦t（b，δ），with　respect　to　the　Jacobi　metric　equals　toδ．　We　put
　　　　　わδ＝Xb（t（わ，δ））and　Bδ＝Ubδ．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b∈B
Finally　let　W6　be　the　compact　set　consisting　of　the　points“inside”βδ．　For　sufficiently
smallδ，　W6駕W（recall　that　W，　hence　B，　is　compact），and　it　is　known　that　if　a　geodesic
with　respect　to　Jacobi　metric　intersect　with・Bδorthogonally，　then　the　geodesic　can　be
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extended　so　as　to　reach　the　boundary　B．　We　call　a　geodesic　of　a　compact　manifold　with
boundary　an　orthogonαl　geodesic　chord，　if　it　starts　and　ends　at　points　of　the　boundary
orthogonally。　The　above　consideration　and　Lemma　l　give
　　　Lemma　2　　　0rthogonal　geodesic　chords　of　W6　with　respect　to　theノ己cobi　metγi’c　give
P。riodi…1・ti・n・・勲・・噸・・1・H・milt・nian・sy・t・m（Ll）ωith（L2）・n　H－1（・）・
　　　　§3　　　Systems　with　W　being　an　annulus　near　a　symmetric　one
　　　To　be　specific，　we　consider　the　case　n＝3。We　describe　the　problem　as　Lagrangian
systems．　We　assume　that　the　Riemannian　metric　giving　the　kinetic　energy　T　is　rotatio－
nally　SymmetriC．
　　　We　take　the　polar　coordinate（r，y），　where　r　is　the　distance　from　the　origin　and　y　is
atwo　dimensional　variable　describing　a　point　on　the　unit　sphere　sphere　S2；　｛r＝　1｝，
thusη，　the　product　of　r　and　y，　is　the　point　corresponding　to（r，y）．We　assume　that　the
potential　depends　only　on　r：
　　　　　σ＝｛ノ（γ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・1）
and　for　fixed　e，σ　（r）　satisfies
　　　　　σ（r！）＝σ（r2）＝e，　　σ（r）＜e　if　rl〈γ＜r2，　and　σ（r）＞e　otherwise；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）
　　　　　乙1’（rl）〈0，　　乙1’（r2）＞0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）
for　some　O＜r1〈r2．　In　this　case，　W≡｛（r，y）；rl≦r≦r2｝is　an　annulus．
　　　　Forわ∈B≡∂W＝＝　｛γ＝r1｝　U　｛rニr2｝，letΦ（b，ご）be　the　solution　of　the　Lagrangian
system（2．2）starting　from　b　with　initial　velocity　O，　By　the　symmetry　of　the　system，
Φ（rry，の，　where　y∈S2，　can　be　written　as
　　　　　Φ（rly，t）＝φ（t）ツ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・4）
whereφωis　a　function　of　t　only（independent　of　Y）satisfying　for　some々＞0
　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　φ（0）＝r1，　φ（0）＝0，　φ（t）＞O　if　Oくt＜2々，　φ（2　k）＝r2，　φ（2　k）＝0．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）
In　this　case，　all　solutionsΦ　（b，の　are　periodic．
　　　　The　following　theorem　says，　when　the　system　is　perturbed，　there　remains　always　two
periodic　solutions　from　the　infinitely　many　periodic　solutions．
　　　Theorem　3．　　Fb7加grangian　systems　sπゾficiently　close　to　the　above　one，　there　are
at　least　tWO　Periodic　solutions（ゾthe　system　with　total　energy　e・
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　　　The　meaning　of　the　closeness　is　given　below（see　also［3］）．
　　　（proof）　　　Let　d（x且，x2）be　the　distance　on｛r1〈7＜r2｝determined　from　the
Jacobi　metric　for　e．　We　can　chooseε＞Oso　small　that　any　two　points　in　the　compact
region　｛7且十2ε≦r≦72－2ε｝whose　distance　is　less　than　4εcan　be　combined　by
the　unique　geodesic（with　respect　to　the　Jacobi　metric，　if　otherwise　specified）．　Remar・
kingΦ（γ弘々）＝Φ（r2Y，々），　choose　the　time　ki，0〈々1＜h，　so　as　to　the　distance　of
Φ（rrv，々且）andΦ（r2Y，々1）equals　toεfor　some（hence　any）y∈S2．
　　　We　define　a　C°°functionf：S2×S2→Ras　follows．　For（y1，y2）∈S2×S2，　putting　xi
＝Φ（rry1，k，），x2＝Φ（r2y2，々且），　we　define　as
　　　　　　・∫（Yl，二y2）　＝d　（コじ1，x2）2　　if　　d　（Xl，x2）　≦　2ε，
　　　　　　・otherwiseアis　smoothly　extended　so　as　to　satisfy
　　　　　　ア（Yl，〕ノ2）　≧　4ε2「@if　　d（x1，x2）　⊇≡≧　2ε．
　　　　　Letδl　be　the　length　of　the　curveΦ（rry，t），　0≦t≦々1．
　　　Forアdefined　as　above，（Yl，Y2）∈S2×S2　is　a　critical　point　of∫with∫≦3ε2　if　and
only　ifyi＝y2．　When　y1＝y2，　we　have　xi，x2∈Be，＝∂1〃』、　in　the　sense　of　Lemma　2，and
the　unique　geodesic　combining　xi　and　x2　interects　with、Bδ，　orthogonally．
　　　Now　we　consider　a　perturbed　system　from　the　original　one　described　by　T　and　U．　We
write　them　as　T　and　0．　This　means　0　is　C2　close　toσon　a　fixed　compact　region　containig
W．σdoes　not　necessarily　depend　only　on　r．　The　closeness　of　T　to　T　is　determined
simHady　using砺（x）．We　describe　as∂the　Jacobi　metric　obtained　from　T，　U　and　e（¢is
not　changed，　because　a　change　of　it　is　absorbed　in　a　change　ofの．We　also　attach　”　to　the
notatlon　such　as　W，　B　and　so　on．　For　example，　W＝　｛x；U（x）≦e｝，．．．．．
　　　Now　we　defineノ：S2×S2→Ras　follows．　For　y∈S2，　there　are　uniqueγ1（y）and
ろ（y）near　rl　and　r2　above　respectively，　such　that名（ソ）yand　r2（y）ylie　on　B．　LetΨ1（y），
i＝1，2，be　the　pointΦ（rty，ti（y））∈Int　W，　where　ti（y）＞Ois　the　first　time　satisfying
　　　　　［the　length　with　respect　to　b　of　the　curveΦ（rty，t（y）），　0≦t≦ti（y）］；δ1．
　　　　　Then　for（yby2）∈S2×S2，　putting名＝Ψ‘（y），　we　defineノ（Yl，Y2）by
　　　　　　●ノ：（y1，ニソ2）　＝d（ii，i2）2　　if　　d（ji且，i2）　≦rレ／－3ε，
　　　　　　・otherwise／is　smoothly　extended　so　as　to　satisfy
　　　　　　デ（Yl，Y2）　≧　3ε2　　玉f　　d（二ε且，i2）　≧‘V’S「ε．
　　　Then　we　have
　　　Lemma　3．　　　Cγi’ticalpoints（ゾノω∫’ぬ0＜ノく3　E2　give∫peri’odic　solutions　Of　originat
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Problem　for　T　andσ．
　　　　（ρmqつ　　Let（y1，y2）∈S2　x　S2　be　a　critical　point　offwith　O＜ア（y1，Y2）〈3
ε2Cand　put　ii＝Ψ」（yi）．Then　by　the　construntion　of　f，　we　have（d（ii　，　i2）＜tSε，　hence
there　is　a　unique　geodesic　with　respect　to　g　connecting　xl　and　x2（we　take　T　andσso　close
to　T　andこノthat　this　is　valid［3］）．This　geodesic　is　an　orthogonal　geodesic　chord　of　VVe，
in　the　sense　of　Lemma　2，giving　the　periodic　solution　of　Lagrangian　system　for　T　andσ．
　　　Recall　the　following　fact．　In　general　let　Nl，N2　be　submanifold　of　a　Riemannian
manifold　and　pl∈Nl，　p2∈N2．　If　p，　is　sufficiently　near　p2　and（pD　p2）is　a　critical　point
of　the　function　from　a　neighborhood　of（p1，p2）in　N1×N2　whose　value　is　the　square　of
the　distance　of　points，　then　the　unique　geodesic　connecting　pi　and　p2　intersects　with　Ni　at
Pi　and〈12　at　P20rthogonally．
　　　We　seek　the　critical　points，　using　the　Lyusternik－Schnirelmann　category，　as　follows．
Let　rj・be　the　set　of　all　compact　subset　F　of　S2×S2　such　that　the　category　of、F≦ブ．
　　　　We　put　forゴ；1，2
　　　　　・・…麟m・xf（F）
Then　usual　Lyusternik－Schnirelmann　theory　gives
　　　　　　●κ亘andκ2　are　critical　value　of／L
　　　　　　・in　general　we　have　Ei≦斥2，　and　ifκ1＝rc2，　then　there　are　infinitely　many　critical
　　　　　points　on　the　level．
　　　Since　the　category　of　a　point　is　l，we　have　E且；minノ（S2×S2）．For　unperturbed　f，
this　value＝ε2，　so　we　have　rci＞0，iffis　sufficiently　close　to　f．　Also，　consider　the　diagonal
set∠≡｛（y，y）；y∈S2｝，whose　category　is　2（see　below）．Since　maxア（∠）＝ε2，　if／is
sufficienUy　close　to　f，　we　have　maxノ（∠）≦2ε2．　Hence　the　critical　values　satisfies
　　　　　O＜疋1≦ぜ2≦2ε2．
This　and　Lemma　3　yield　Theorem　3．
　　　Finally　we　prove　that　the　category　of∠is　2．For　that　purpose，　it　is　sufficient　to　show
that∠is　not　contractible　in　S2×S2，　because∠is　covered　by　two　closed　contractible　sets，
say，　the　upper　and　lower　hemisphere，　Assume　that∠is　contractible　in　S2×S2．　Then
　　　　　d＊：Pt（S2×．S2）一一辞（S2）
is　the　zero　map，　where　d：S2－→S2×S2　is　the　diagonal　map　y→Q，y）．　But　this　is
impossible，　since　we　have　d＊（1×μ）；lUμ＝μ，　whereμ∈浮（S2）is　the　generator．
口
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　96
Periodic　solutions　of　Hamiltonian　systems　on　Annuli
［1］
［2］
［3］
［4］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　References
H．Gluck　and　W．　Ziller．　Existence　ofperiodic　motions　of　conservative　system，　Seminar　on　Minimal
Submanifolds，　Princeton　Univ．　Press（1983），65－98．
K．Hayashi．　Pen’odic　sotution　of　classical〃dmittonian　systθms，　TokyoエMath．6（1983），473－
486．
K．Hayashi．　The　existence（）f　peηiodic　orbit　on　the　sphere，　Tokyo　J．　Math．7（1984），359－369．
P．Rabinowitz．　Peri’odic　solutions　of　Hamittonian　systems，　Comm．　App1．　Math．，31（1978），157－
184．
97
